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mk 49 -*27 ; - l k i b t s F  9 g  G !z I ; l s k i  
. C 
-'. . 
n v e s t i q a r  su  i 'ndependancia l i n e a l .  Previamente vamoaA 
1 
151 , que si 7 
o c u r r e  con sus  
p a r t e s  s img t r i ca  y a n t i s i m 6 t r i c a 9  pa ra  cada punto d e l  
nces  un sistema de  coordenadas a l r e d e d o r  de e l  
t e m a  y en e l  punto, Ti j t i e n e  l a  forma: 
1 ' .  
- % '  :* ,- . 
J :  4 .a - ,- 
1 '  . - : I  
- 7  . . 
= b 
i r A L  J&'& _', , - I I !  l ' ~ : ~ r . r ~ ~ & ~ &  -: L+=i z A :. a 
espac io  e x i s -  
t a l  aue para 






. , 
.c -: 2- ' I.'. . A;,-,-: . 
h u L . 5 -  
!de ser ,--3epex &a 
. . . I 
bga de A'', r e s u l t a  que s610 2 *&den e m  independientes. 
. b 
cstgsigtj son ejemplos de y b i n  independientes, ent 
! $  godF%os e s c r i b i r :  
. --. h 
vq ;.,--+;t+j 
~ndamos sue con e s t o  podemos probar que 1 aepesbe de Q ,  
LA. 
En e f e c t o ,  suponiendo: 
det(ftiEtj)  = c t e  , 9 9 r c t e  
3 t cte 
. I  
, . obtenemos, diferenciando , l a s  m l a c i o n e s  : 
1 - Por o tra  parte ,  l a  identidad de invariancia para L 
- de l a  cual  deducimos: 

. a  
_. ' 
. - 
. . , . . ..- .+ ' - 'I- 
- . . P i  
.,k='! - ah- 
- 
; .,;,; . - a .  ,: .- 
- .. :.-- 
.: ,Id 
- . I1 - LONEXIONES CO P- 
=: 
- . ,  
8, Conexiones concornitantes dme un e s c a l a r  
t - -. -:--?=&,-->;? 
. . l - A l  
rdo  a l o  demostrado en I.1.a. bas ta  r e s t r i n a i r s e  a1 caso:  :. ; 
i:: . aradieIlte s ino  solamente su c a r a c t e r  t e n s o r i a l .  Entonces de  l a  n .  3qa 


aiT + 
a k i  
(11 
dependiente 
Yg.. --*de donde 
: +w '- 
t-f 
.%. - -. . - %5\.k -.;* 
3-1>'. -.. 
t 
- - ,. . . :  . 
-.  q d  
1' Si n. = 2 ,  l a  identidad (11.4) se resuelve en una ant i s imetrsa  cz-' 
K' ' clica: 
n l a  Proposic i6n  an-- - -  mos  l a  
I- qsxnetria Y I  de Tjki  en j ,k y por l o  t a n t o  e s a  ident idad  es v s l i d a  en. 
I+ ;: 
--.-el nresente  caso.  Entonces k 
2 .Sumando y teniendo en cuenta  que T5,; = -T,=;, r e s u l t a :  
- .  
5: . .de donde concluimos que T = -T jaks 0 Sea Tjka e s  an t i s i rnd t r i c  jJ= 1 C, r 
t r e s  va r i ab les .  Entonces por ( 1 . 1 0 )  : 
t -  9 \  m .  - I 
- 
L 
. . 7 ~ y '  
-A o sea, para  n f 3 :  
I; - - 
-. - S i  n r 3 ,  entonces T j ka eB proporcionai  a c j ka por s e r  antisim6trlucq t*. -. .*dl 
3. . t*? :en sus  t r e s  Ind ices ,  e s  decir L 
:< / 
- .' 
-C -'. 
- .  ' 
- 2- 
. Tjka = - j k a  1; - 
J - 
.-*.en donde B en una densidad e s c a l a r  de  peso -1 dependiente de g 
' i b 
2 D . e  acuerdo a 1  lema A . l  de I 7 1  ( ~ b n i n a  631, C e s  de l a  forma y 
?-. 
' 1  
ego: ' 
AQ - Y AU TI = g T j k  - - i7 I jk 6 jka 
D m .  Basta separar T~ en sus p r t e s  simgtrica y antisim6trica y 
-
ik 
D m :  Sea €! . antisimgtrico no sineular y sunonqamos I' 
- 1 3  jk = rik(grs,!r-, I f>  - 
una conexi6n. Entonces . +  a .t 
;. ' -pa 3 
- - I [ . -  
(12.2) 
' ;bs5c en b9s9 r e s u l t a  q,ue en e l  ?~ imer  miembro el ' -  
Por consiguiente: 
- . .  . _  


~ ~ ~ ' m  15. Bensidades concomitantes de un @scalar m 
De *U erdo a 1.2. a, k,asta astudiar el caso: -- 4. 
En ese .ca 
'. . 
I 
so, para m a  transformac 
respecto a B: y notando 
I de donde resulta imediatamente L = 0. Luego: 
, - 
.'*! 
A g a r t i r d e u n e s c a l a r y d e  ---- susder ivadasdecualsuierordenno - -  
' .  
3 * 
'. L:
os ib le  formar - ninzuna densidad escalar - 
-
. I 
-. 
* ,  
16, Densidades - concmitantes de un covector r , .. ,  F= :- 
I .  
Nuevamente no hemos usado en el apartado a n t e r i o r  la propiedad de: , :'4 
- m 
-. 
I " C  - .:1 . . 0 , de ser ~radiente. Por  tanto: L b - 
, . 
, 
. . 
+. d e  un covector y de sus derivadas de orden $0 ~q,:.; 
:;I . - -  --- - --, . '. , : - 
3 ~osible fonnar ninguna densidad -- escalzr 
- - -  
- 1 .  * - 
17. Densidades concomitantes de un vector  
- 
.- MSG& estudCar el caso: 
es- caso, para  un burbib uc - I 5: 
- C -  
I 
s de (17.1) r e s p e c t o  a 
'4 
. I 1 -  
A '  'Y ..*,.: . '. ' -: 
1 I . - L ,  
1 .  
. -  - ' ,+ - 
b = c s i n  sumar y un sistema de ceordenadas en e l  c u a l  todo&? 
$ 
b 3 10s ui s e a  no nulos, r e s u l t a  La = 0. Luego 
1 4  
A -- n a r t i r  de  un - v e c t o r 2  s u s  der ivadas  de c u a l q u i e r  orden no es n d s l u e  
-- - 


h a  densidad te--,,, 
s5.- - 
-- el&. : b;.: *7 l o g w t e ,  derivando respec to  a gk: ' s e  obt iene:  
7. -. F Z f i i  Ll --. 
- 1 1- - :- ,I . -. ;--* y F-" 
',,U#. . "? 
cij 2 i JAeLkh,r.;z , ; .. 
"*k-*h t 
- - ,  ? .  - 
: 4 - 
. ,. -. I p-r - A , --:.;- - - '  -h 33r: , - 7 .  * - r 4 J . .s:;p+ - 
. . d- - L ~ ~ ~ ~ ~  e s  una densidad t e n s e r i a l  3 - c o n t r a v ~ r i a n t e .  . - . .  . c h .: ;'? '... %. 
- :. . T ; {; 
1: indo ambos miembros de  (21.3) resnecto de 4 . aueda: . T !  . 
4"s . . - Para e s c r i b i r  (21.4 en forma t e n s o r i a l  debemos e l iminar  las  seaundi!! 
k E . .  
1 3  
i ri son 10s s h b o  jk 
,, de  su l e y  de  transformacitin deducimos: 
I' r 
$ p - E~Ey.rk  
s ij 1 I P?. 
d e l  t e n s o r  -, 
, ...- ' 
(21.5) . ' 
. . 
- - 
I .  - 
~ ? ~ ' ~ n l a z a n d o  en ( 2 1 . 4  y usando e l  c a r h c t e r  t e n s o r i a l  de LLJ , deduci -
D 1 
r- . I 
> S $  . .  . !> . i .  - .- r'. 
1 Entonces s i  n s  = L' + L i'- r  las IIs son comnonentes de  une denqidac i j  ' - .  - . r t e n s o r i a l  1-cont ravar iante .  ' .-. !4l 
. .- 
, kBlogamente,  derivando mbos rniembros d e  (21 .3  ) r e spec to  de  L O ~ ~  !. 
.r?lazando 1s.s der ivadas  sezundas de acuerdo a (21.5) obtenunos, LI 
1 c a r s c t e y  t e n s o r i a l  de L ij yL l a  r e l a c i b n  : 
- i r - 7 - i  - 
. - 
. -r. 
- - L L- 
~ & j r # c t 2 : = ~ $ ~ ~ ~ ~ < ~ $ ~ - , :  , . r I- L 
k h i j  + pj ,+-i + Eh ,+j j, = (Lkh + Lph,qrk 1E.B. (€- 
nt me 1 3  PS 

' -  &mo A v a l e  cualesnuiera Sean b , t  y d,' podemos e s c r i b i r :  
J - 
Ent EGS si L~ = L es L 
ProEosici6n -_ __-_-_- 2 1 . 1  : L es independiente de p . . s i  y sblo s i  es i n  1 3  ,h 
dependiente d-e 3 . 
- - 9ts 
Pasamos ahorgha l a  segunda identidad. 
a ( 2 . 3  ) respecto a E: y despues haciendo B: = b, l a s  derivadas segun - .  \; 




--  , ?* . - t ,  
:: bunto. Como (21.12 1 es tensorial, sigue valiendo en ese sistem 
, - 
I. . . , . ,-. - . ] . : I .  , - ,  8 . 
. a .  : .  - . .  
oternos ahora nue para obtener  la p r h e i  ideutiqad h-2 de-  - $*nva~iahc ia ,  -- 
i - L- . 
> p ,  _ . <  - .* 
. 
a bnica p o p i e d a d  que hernos u t i l i z a d o  he, la  l e y  ae transfo-cibn 
de L es que eh e l l a  no aparecen derivadas de orden 9 ae las xi r e e a  
Como toda  densidad t e n s o r i a l  t i e n e  esa  propiedad, 
v,. I I 1-  
. . (  ! >  - 
~ ~ l e n  'du'hple e sa  ' .iden .-dad kP&p l o  t a n t o  e s  vsl ida 
" . - 
,. 
- 7Jt . 
Pronasici6n 1. .- - 1  -: &;. 
. - 
t > .  - 1:-v 
(21.141 deduchos :  
. - j i  &- 
.,I . 1 \ " o f 1  I 
= 0 - I 
, 1 
5 - ' _ I  
. - 7 .' 
- 
. a -  ) t o  coh (21.13) nob dice que Lhk no 
h - . -  . 
8 -1  Podemos e s c r i b i r  (4.5) en l a  forma I , , . 1 .  . , ,  
depende de g . . 1 3  9 4  
e s  una densidad t e n s o r j a l  5 flue - no depende -..- de @jhk. 
* .  b . - t  
- J 1  ,la. 
ProposiciBn 1, tampoco depende de hh,t, es  d e c i r  
- 
: I  
. . .1 
1 -- 
.I . t 
1, _. - 
. . .  . 
. . 
.T 
-': ms i ~ u a l d a - d e s  (21.13) y (21.15) nos dicen que L e s  l i n e a l  erN 
d: - 1 ,  
. , 
z & m o  hemos ,tya?:aj ado con condiciones necesa r i a s  y suf i c i e n t e s  r a r a  
rn? -- --=e - 
l a  degeneraclon, todo ~ a h r a r i ~ i a n o  de l a  forrna (21.17) e s  degenerad 
-e todos 10s Lagrangianos dejienerados. 
. . 
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